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CLASE DIGITAL 7

(Calculo del rango de una funcién)

0.1. Presentacién del contenido
iBienvenido a tu clase digital 7!
En esta clase digital aprenderas técnicas, entre ellas el criterio de la recta
horizontal, para encontrar el rango el rango de una funcién.
0.2. Desarrollo del contenido

Iniciamos con la clase digital 7.

0.2.1. Cdlculo del Rango de una Funcion

En ocasiones, encontrar o calcular el rango de una funcién f, es decir,
encontrar el conjunto

{f(z): 2 €dom(f)},

puede ser una tarea sencilla y algunas veces no tanto. Veamos algunos ejem-
plos.

Exercise 1. Calcula el rango de la funcién
f(z)=2x+1.

Solucioén El rango de f es el conjunto de los y tales que



y=2zr+1
para algin z € dom (f) = R, es decir, el conjunto de los y tales que
x="— (0.1)

para algin x € R. Puesto que la ecuacion (0.1) genera un ntimero real  para
cada valor de y, entonces todo nimero y pertenece al rango de f, es decir

ran (f)=R. O

Ezxample 1. Calcula el rango de la funcién

f(z)=£+2.

Solucién El rango de f es el conjunto de los y tales que

1
y=—+2
T

para algun z € dom (f) = R\ {0}, es decir, el conjunto de los y tales que
r=—— (0.2)

para algin = € R\ {0} . Puesto que la ecuacion (0.2) genera un nimero real
x distinto de 0 para cada valor de y distinto de 2, entonces todo nimero y
distinto de 2 pertenece al rango de f, es decir

ran (f) =R\ {2}. O

Las soluciones de los ejemplos anteriores son aplicaciones del artificio si-
guiente para calcular el rango de una funcion.
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Proposition 1. (Artificio para calcular el rango de una funcion) Sea
f una funcion. Si de la ecuacion

y=f(z) (0.3)
podemos despejar x en funcion de y para obtener la ecuacion
r=g(y), (0-4)
entonces
ran(f) = {y € dom(g) : f (9 (y)) =y} (0.5)

Ezxample 2. Calcula el rango de la funcién

Soluciéon Sea

= 2. 0.6
Y ac—1+ (0.6)

Al despejar x en la ecuacion (0.6) obtenemos que

Claramente dom (g) = R\ {2} . Ademas

fla) =y

3
& +2=y
b3+Q—1

sSy=uy.
Asi, ran (f) es el conjunto de todos los y # 2 tales que y = y, es decir,

ran (f) =R\ {2}. O

I Noétese que el rango de f esta contenido en el dominio de g, sin embargo, pueden ser
diferentes.




Ezxample 3. Calcula el rango de la funcién
flx)=vaz—T.

Solucion Sea

y=vz—T. (0.7)
Al despejar x en la ecuacion (0.7) obtenemos que
r=y>+7
=9 ()

Claramente dom (g) = R. Ademas

flg) =y
SVl —T=y
SN[+ T-T=y
SV =y

< lyl=y.

Asi, ran (f) es el conjunto de todos los y tales que |y| = y, es decir,

ran (f) =[0,00). O

Desafortunadamente no siempre podemos usar el artificio de la proposicién
1, por ejemplo, si f(x) = sin (z), no podemos despejar x en funcién de y en la
ecuacion y = sin (z) . En estos casos, el siguiente criterio, el cual se deduce de
la definicién del rango de una funcién, nos ayudaré a encontrar el rango de f si
conocemos con exactitud su gréfica. Afortunadamente existen programas de
software libre que permiten encontrar la grafica de una funcién con bastante
precision.
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Proposition 2. (Criterio de la recta horizontal para encontrar valo-
res en el rango de una funcion) Sea f una funcién. Entonces ¢ € ran(f)
si y solo si la recta horizontal y = c intersecta a la grdfica de f.

Example 4. Segin la grafica de la funcion f (z) = 22, toda recta de la forma
y = c con ¢ > 0 intersecta a la grafica de f y toda recta de la forma y = ¢
con ¢ < 0 no la intersecta. Asi ran (f) = [0,00).

Ezample 5. Segtin la grafica de la funcién f (z) = 23, toda recta de la forma
y = c con ¢ € R intersecta a la grafica de f. Asi ran (f) =R.

Ezample 6. Segun la grafica de la funcion f (z) = 1/z, toda recta de la forma
y = c con ¢ > 0 intersecta a la grafica de f y toda recta de la forma y = ¢
con ¢ < 0 no la intersecta. Asi ran (f) = [0,00).

Ezample 7. Segun la grafica de la funciéon f (x) = sin(x), toda recta de la
forma y = ¢ con —1 < ¢ < 1 intersecta a la grafica de f y toda recta de la
forma y = ¢ con ¢ < 1 0 ¢ > 1 no la intersecta. Asi, ran (f) = [—1, 1], como
ya habiamos dicho en la clase digital 1.



Ezample 8. Segun la grafica de la funcion f () = 1/z, toda recta de la forma
y = c con ¢ # 0 intersecta a la grafica de f y la recta y = 0 no la intersecta.
Asi ran (f) = R\ {0}.

Ezample 9. Segtin la grafica de la funcion f (z) = 1/1 + 22, toda recta de la
forma y = ¢ con 0 < ¢ < 1 intersecta a la gréafica de f y toda recta de la
forma y = ¢ con ¢ <0 0 ¢ > 1 no la intersecta. Asi ran (f) = (0,1].

iPeligrooo! Si no se conoce con exactitud la grafica de una funcién f
corremos el peligro de aplicar incorrectamente el criterio de la recta horizontal
para encontrar valores en su rango, lo cual conducird a un céalculo incorrecto
de ran (f). Por ejemplo, aparentemente toda recta de la forma y = ¢ con
¢ € R intersecta a la grafica de la funcién

f(:c):{x’ six e Q,

0, sixel,

(véase la figura 0.1) y en consecuencia pensariamos de manera incorrecta
que ran (f) es R. Sin embargo, las rectas de la forma y = ¢, con ¢ € 1 no
intersectan a la gréfica de f y solo las rectas de la forma y = c con ¢ € Q la
intersectan. Asi el rango de f es Q y no R.
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Figura 0.1 Grafica de la funcion

r, siz€eQ,
f @)= {07 sizel

Aparentemente, la grafica de esta funcién consiste en dos rectas, la recta y = z y la recta
y = 0. Sin embargo esto contradice el criterio de la recta vertical para determinar si una
curva en el plano es la grafica de una funcién. ;Que estd pasando entonces?

0.3. Conclusiones y énfasis de ideas clave

Como habras apreciado, el criterio de la recta horizontal para encontrar
valores en el rango de una funcién te ayudard a a determinar su rango.

iEspero hayas disfrutado esta clase!

Saludos,

Dr. Fernando Nunez Medina
Departamento de Matematicas
DCNE UG.
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