0.2 Desarrollo del contenido 1

SUM =

Sistema Universitario de Multimodalidad Educativa

CLASE DIGITAL 8

(Funciones Inyectivas, Suprayectivas y Biyectivas)

0.1. Presentacion del contenido
iBienvenido a tu clase digital 8!

En esta clase digital estudiaras a las funciones inyectivas, suprayectivas y
biyectivas, las cuales te permitirdn estudiar a mayor profundidad a las fun-
ciones. invertibles, funciones de suma importancia en el calculo y en matema-
ticas. Ademas de lo anterior, estudiaras a las funciones invertibles, funciones
de suma importancia en el célculo y en matematicas.

0.2. Desarrollo del contenido

Iniciamos con la clase digital 8.

0.2.1. Funciones Inyectivas, Suprayectivas y Biyectivas

Definition 1. (Funciones inyectivas, suprayectivas y biyectivas) Sea
f+A— B.

(a) Diremos que f es una funcion inyectiva o 1-1 si para todo x,y € A se
cumple que

x #y implica que f (x) # f ().

(b) Diremos que f es una funcién suprayectiva o sobre siran (f) = B, es decir,
si para cada y € B, existe x € A tal que

f(z)=y.

(c) Diremos que f es una funciéon biyectiva si f es inyectiva y suprayectiva.
En este caso diremos que f es una biyecciéon entre los conjuntos A y B.



Segin su definicién, una funcién 1-1 es la que manda puntos distintos en
su dominio a puntos distintos en su rango, esto conduce al siguiente criterio
geométrico para determinar si una funcién es 1-1.

Proposition 1. (Criterio de la recta horizontal para determinar si
una funcion es 1-1) Una funcion [ es 1-1 si toda recta horizontal corta a
la grifica de f a lo mds en un punto.

Asi, por ejemplo, segin sus graficas, las funciones z", con n impar, ¥/, e*
y In (z) son funciones 1-1. Por otra parte, las funciones z”, con n par, |z|,
sin (z), cos (x) y tan (z) son ejemplos de funciones que no son 1-1.

Si no conocemos la grafica de una funcion f, no podemos utilizar el criterio
de la proposiciéon 1. En este caso, la herramienta que tenemos hasta este
momento para determinar si f es 1-1 es la definicién 1. Sin embargo, algunas
veces, el verificar que una funcion es 1-1 usando la definicién 1 puede no ser
sencillo. En estos casos la siguiente proposicion, cuya demostracion se deja
como ejercicio, sera de utilidad.

Proposition 2. Sea f una funcion. Son equivalentes:

(a) La funcion f es 1-1.
(b) Para todo z,y € dom (f) se cumple que

f(x)=f(y) implica que x = y.

Ezample 1. Determina si la funcién

es una funcién 1-1.
Solucién Puesto que
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=2 —1=y—1 (pues la funcién 2> es 1-1)

+7

=T =1,

por el inciso (b) de la proposicion 2 obtenemos que f es 1-1. O

Ezxample 2. Determina si la funcion

2(x—1)°
=200 g
5
es una funcién 1-1.
Solucién Notemos que
fx)=f(y)
2(x —1)° 2(y — 1)
I VL

=(@-12=@w-1)7°.

A partir de la ultima ecuacién no podemos asegurar que x — 1 = y — 1, pues
la, funcién 22 no es 1-1. De hecho la funcién f no es 1-1, pues, por ejemplo,
0 # 1y sin embargo f(0) =37/56#7=f(1). O

Para determinar si una funciéon f : A — B es sobre, hay que calcular su
rango y ver si es igual a su codominio. Notemos que si consideramos como
codominio de f a su rango, entonces la funcién f sera sobre, es decir,

f+A—ran(f)

es una funcién sobre. Resumimos esta observacion en la siguiente frase:



"Toda funcién es sobre su rango".

Por ejemplo, la funciéon f : [0,00) — R dada por f(z) = /z + 1 no es
sobre, pues ran (f) = [1,00) # R = cod (f) . Sin embargo, si suponemos que
f:[0,00) — [1,00), entonces f si es sobre.

Introducimos ahora a las funciones invertibles y sus inversas.

Definition 2. (Funcién invertible) Sea f : A — B. Diremos que f es
invertible si existe g : B — A tal que

g(f(z)) = paratodoz € A

f(g(y)) =y para todo y € B.

En este caso diremos que g es la inversa de f y escribiremos g = f~1.

Como indica la definicién anterior, si existe, la inversa de una funcién es
unica. Notemos que si f es invertible, entonces

dom (ffl) =ran(f) y ran (ffl) = dom (f). (0.1)
Ademas,
1 (f (z)) =z, para todo z € dom (f) (0.2)
y
f (f_1 (y)) =y, para todo y € ran (f). (0.3)

A partir de (0.2) y (0.3), podemos decir , en palabras comunes, que f~!
deshace lo que f hace y viceversa. Notemos también que

(=1
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Como un primer ejemplo de una funcién invertible consideremos a las
funciones f, g : R — R dadas por

f@)=2%yg(x)= .

Puesto que
flg(x))=Vad =2z, zeR
9(f @) = (Va)’ =2, veR,

entonces la funciéon g es la inversa de f.

Para asegurar que una funcién es invertible disponemos del siguiente re-
sultado.

Proposition 3. Sea f : A — B. La funcion f es invertible sii f es 1-1 y
sobre.

De aqui en adelante, a menos que se indique lo contrario, si f es una
funcién 1-1 en su dominio y no especificamos su codominio, supondremos
que su codominio es su rango, y en consecuencia, por la proposiciéon 3, f serd
invertible. Por ejemplo, la funcién z™ con n impar es 1-1, en consecuencia es
invertible. Su inversa es la funcion /.

Ahora veremos como obtener la grafica de f~! a partir de la grafica de f.
Si f es invertible y y € ran (f), sabemos que existe z € dom (f) tal que
y = f (z). En consecuencia

(v, /7 ) = (f (@), 2). (0.4)

De (0.4) obtenemos el siguiente criterio para encontrar la grafica de una
funcién inversa.
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Proposition 4. (Criterio para encontrar la grdfica de una funcion
inversa) Si f es invertible, entonces la grifica de f=1 se obtiene al reflejar
la grifica de f en la recta y = x.

La figura 0.1 muestra las gréificas de las funciones z® y In (z) y sus inversas.

Figura 0.1 Las funciones % y In (), y sus inversas

La siguiente proposicién, cuya prueba dejamos al lector, senala una pro-
piedad bésica de las funciones inversas.

Proposition 5. (Inversa de la composicion) Sean [ y g funciones in-
vertibles. Si estd definida la composicion f o g, entonces f o g es invertible
)
-1 _ _
(fog) =g tofh (0.5)

Para recordar la férmula anterior, hagamos la siguiente analogia. Pensemos
que g es el proceso de ponerse los calcetines y que f es el proceso de ponerse los
zapatos. Asi, podemos pensar que fo g es el proceso de ponerse los calcetines
y luego los zapatos, y que (f o g)f1 es el proceso inverso. Con esta analogia,
la formula (0.5) expresa que el proceso inverso de ponerse los calcetines y
luego los zapatos es quitarse los zapatos y luego los calcetines.

0.3. Conclusiones y énfasis de ideas clave

En esta clase estudiaste a las funciones 1-1 y a las funciones sobre. Ademaés
de ello aprendiste un criterio para determinar si una funcién es invertible. Las
funciones invertibles te serdn de gran ayuda en tu estudio del célculo y en
general de las matematicas

iEspero hayas disfrutado esta clase!



0.3 Conclusiones y énfasis de ideas clave

Saludos,

Dr. Fernando Nunez Medina
Departamento de Matematicas
DCNE UG.
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