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CLASE DIGITAL 10

(Operaciones con limites)

0.1. Presentacion del contenido
iBienvenido a tu clase digital 10!

Asi como aprendiste a realizar operaciones con funciones, en esta clase
aprenderas a realizar operaciones con limites. Aprenderds a sumar, restar,
multiplicar y dividir limites de funciones. Como consecuencia de lo anterior,
seras capaz de calcular limites de funciones que aparentemente parecen com-
plicadas pero que en realidad no lo son. Como ejemplo calcularemos limites
de polinomios.

0.2. Desarrollo del contenido

Iniciamos con la clase digital 10.

Proposition 1. (Operaciones con limites) Sean f y g funciones defi-
nidas en un intervalo abierto I que contiene a p, excepto posiblemente en
p.Supongamos que lim,_,, f (x) y que lim,_,, g () existen. Entonces
(a)
lim [f () + g (2)] = lim f (z) + lim g (z).
(b)
tin [ (2) — g (@)] = i £ () — lim g (2).

()
iy (a) 9 2)] = [ £ )] [ 0 )]

T—p

(d)

a—p g(x)  limgy_p, g (x) a—p



En otras palabras, la proposiciéon anterior dice lo siguiente:

= El limite de una suma es la suma de los limites.

= El limite de una resta es la resta de los limites.

= El limite de un producto es el producto de los limites.

= El limite de una cociente es el cociente de los limites si el limite del deno-
minador no es cero.

Remark 1. Notemos que si ¢ es una constante, entonces del inciso (a) de la
proposicion sobre los limites basicos, y del inciso (c¢) del teorema 1 obtenemos
que

lim cf () = [lim c] [h'mf(x)} =c-lim f (z).

T—p T—p T—p T—p

Ezxample 1. lim,_,, " = p".

En efecto, por el inciso (b) de la proposicion sobre limites bésicos, sabemos
que lim, ,,z = p. En consecuencia por el inciso (c¢) de la proposicion 1
sabemos que
lim 22 = [h’m x] [h'm x} =p-p=p°.

r—p T—p r—p

Ezample 2. Si c es una constante, entonces lim,_,, cz™ = c- p".
En efecto, como ¢ es una constante, como lo mencionamos después de la
proposicién 1 obtenemos que

limex" =c|limz™| =c-p"™.
T—p T—p
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Ezample 3. (Limite de un polinomio) Si P (x) es un polinomio, entonces

lim P (z) = P (p).

T—p

En efecto, como P () es de la forma
P(x) = ap+ arz + agz® + - - - 4 ana™,

donde ayp, a1, ..., a, son constantes, entonces por el inciso (a) de la proposiciéon
1 y lo que mostramos en los dos ejemplos anteriores obtenemos que

lim P (x) = lim [ao +az+ a4+ -+ anx"]
T—p T—p

= lim ag + lim a1z + lim asz? + -+ + lim a,z"
z—p T—p z—p z—p

= ap +a1p + azgp® + - + anp”
=P(p).

Asi, para calcular lim,_,, P (z) cuando P es un polinomio también basta
evaluar P en p.

Con los resultados de esta clase podemos calcular limites que en apariencia
parecen imposibles pero que en realidad son sencillos.

Ezample 4. Calcula el limite

t 18 4
lim {cos (z) (33:7 — 5z +4—¢") an (z) + 18 [z| + } .
x—0

1+ 22

Solucion Segun los resultados de esta secciéon tenemos que

z—0

tan (x) + 18 x| + 4
; 7 T
lim [COS (1:) (33: —br+4—e ) 1+ 22 =

lim, 0 tan (z) 4 lim, o (18 || + 4)

_ , ; T _ _ pZ
= [g%cos(mﬂ [;lgg (32" =5z +4—e )} limy, 0 (14 22)

—-1.3—/ "~
31

=12.



Ya mostramos funciones f para las cuales lim,_,, f (z) no existe. Ademas
vimos funciones que tienen la propiedad de que para calcular lim,_,, f ()
basta con evaluar f en p. El siguiente ejemplo muestra que esto no siempre
es posible.

Ezample 5. (Una funcién f tal que lim,_,, f (z) # f (p)) Consideremos la
funcion dada por
1, six#3,
f(x)_{z, siz=3.

La grafica de la funcion f se muestra en la figura 0.1. Entonces

lim f(x)=1#2=f(3).

z—3

En efecto, basta mostrar que lim,_,3 f () = 1. Sea ¢ > 0 y tomemos § = 1.

Luego si 0 < |z — 3| < ¢, entonces en particular z # 3 y en consecuencia
f(x) =1. Por lo cual

[f (@) -1 =[1-1=0<¢

luego por la definiciéon de limite obtenemos que lim,_,3 f (z) = 1.

-05

1, six#3,

Figura 0.1 Grafica de la funcién f (z) = .
2, six=3.
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Puesto que la definicién de lim,_,, f (z) no requiere que f esté definida en
p, tenemos el siguiente resultado.

Proposition 2. Supongamos que f y g son funciones definidas en un inter-
valo abierto I que contiene a p, excepto posiblemente en p. Si

f(x)
ylim,_,, g (x) eziste, entonces lim,_,, f (x) también eziste y

lim f (z) = lim g ().

g (x) para todo x € I con x # p

Como una aplicaciéon de la proposicion anterior veamos el ejemplo siguien-
te.

Ezample 6. (Limites por factorizacion) Calcula

3.2
Iim 2 =2 (0.1)

z—1 1 —1
Solucién Notemos primero que para calcular este limite no podemos usar
el inciso (d) del algebra de limites, pues el limite del denominador de (0.1)

cuando z tiende a 1 es 0. Por otra parte, notemos que si x # 1, al factorizar
el numerador de (0.1) obtenemos que

3 _ .2 2 -1
r o7 :x(x ):xQSix;«él.
rz—1 r—1

Las funciones f(z) = (2® —2?) /(z—1) y g(x) = 2? son iguales en todo

punto, excepto en = 1, pues g(1) = 1 y f ni siquiera estd definida en
x = 1. Las graficas de f y g se muestran en la figura 0.2. Por la proposicién

2 obtenemos que
3 2
, X0 —T ,
lim =— =1lmz?’=1. O
z—1 1 —1 z—1




F:/NOTES/Calculo/Figuras/GrafE cANGEES/€2}cwba/RigevasAGrdfida de x~{2} sin hueco en (1,1)

Figura 0.2 Gréficas de las funciones f (z) = (xS - Iz) /(x—1)y g(x) = z2. La funcion
f no esta definida en = 1.

Ezample 7. (Otro limite por factorizacion) Calcula

222+ 8z +6
1im .
e=»-3x3 +322+2+3

Solucién Como

222 + 8z 46 3)(2x+2) 2z+2
x? + 8x + (x+3)(2x +2) x+ v 43,

3+32+x+3 (224 1) (2+3) 22+1

entonces por la proposicién 2 obtenemos que

222 + 8z +6 . 2rx+2 4
lim = lim — = ——.
a——33+3224+24+3 2--322+1 10

Ahora enunciaremos un resultado clasico de limites, el famoso lema del
sandwich.

Lemma 1. (del Sdndwich) Supongamos que f y g son funciones definidas
en un intervalo abierto I que contiene a p,excepto posiblemente en p. Si

0< f(z) <gl(x), para todo x € I\{p}

lim g (z) =0,
entonces
lim f (z) = 0.
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El lema del sandwich es equivalente al siguiente corolario, también cono-
cido como lema del sandwich.

Proposition 3. Supongamos que f, g y h son funciones definidas en un in-
tervalo abierto I que contiene a p,excepto posiblemente en p. Si

f(x) <g(x) <h(x), para todo x € I\{p}

Y
lim f (2) = L= lim h ().
entonces
lim g (z) = L.
T—p

Como una aplicacién del lema del sindwich veamos el ejemplo siguiente.
Ezxample 8. lim,_.o w =1.

Notemos que para calcular este limite no podemos usar el inciso (d) del
algebra de limites, pues el limite del denominador es 0. Este limite también
lo calcularemos usando técnicas cuando veamos la regla del Marqués del
Hospital. Méas adelante mostraremos que

sin (z) < z < tan(z) para toda z € [0, g)

y que
sin (x) > x > tan (x) para toda z € (fg, O} .

Entonces al dividir ambas desigualdades entre sin (z) resulta que

sin ()

T
< <1 paratodaze (-2, 7).
cos (z) < —— <1 para odaw€ (-3, 3

Luego, como lim,_,gcos(z) = 1y lim,_o1 = 1, por el lema del sandwich
obtenemos que

lim sin () =1.
x—0 €T




Terminaremos esta subseccion estudiando el limite de una funcién com-
puesta.

Proposition 4. (Limite de una funcion compuesta) Sean f y g funcio-
nes tales que limg_,, f () = L y limg,1, g () = g (L) . Entonces

lim g (f (z)) =g(L).

T—p
La condicion de que lim,_, 1, g(x) = g(L) en la proposicion anterior se expresa
diciendo que la funcién g es continua en L. Mas adelante estudiaremos a las
funciones continuas.

Example 9. Para ilustrar el resultado anterior calculemos lim, o (z? — 3)°7.

Consideremos a las funciones f(x) = x2~3y g(z) = 2°7. Como lim,_,5 f(z) =
1y lim,_,1 g(z) = g(1), entonces se tendra que lfim, (2% —3)°7 = lim, 5 g(f(z)) =
g(1)=1.0

0.3. Conclusiones y énfasis de ideas clave

Ya sabes operar con limites de funciones y sabes calcular el limite de
muchas funciones comunes, por ejemplo los polinomios. Este conocimiento
sera de utilidad cuando veamos la derivada que se define mediante un limite.

iEspero hayas disfrutado esta clase!

Saludos,

Dr. Fernando Nunez Medina
Departamento de Matematicas
DCNE UG.
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