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CLASE DIGITAL 11

(Limites laterales)

0.1. Presentacion del contenido
iBienvenido a tu clase digital 11!

En esta miniclase conocerés a los limites laterales de una funcién. Con ellos
algunas veces serds capaz de verificar la existencia de un limite de manera
sencilla.

0.2. Desarrollo del contenido

Iniciamos con la clase digital 11.

0.2.1. Limites Laterales

Ahora introduciremos el concepto de limites lateral. Dicho concepto surge
al estudiar el comportamiento de una funcién f cuando x se aproxima a un
punto p sélo por puntos a la derecha de p o s6lo por puntos a la izquierda de
p. El concepto de limite lateral serd de utilidad para determinar la existencia
de limites de funciones.

Definition 1. (Limites laterales)

(a) Sea f una funciéon definida en un intervalo abierto (p,a). Diremos que el
numero real L es el limite de f cuando x tiende a p por la derecha, lo cual

denotaremos por
lim f(x)=1L, (0.1)
xz—pt
si para cada € > 0 (no importa que tan pequefio sea) existe § > 0 tal que
siz € (p,a)y0<z—p<d,entonces |f(z) — L| <e.
(b) Sea f una funcion definida en un intervalo abierto (a,p).Diremos que el
numero real L es el limite de f cuando x tiende a p por la izquierda, lo
cual denotaremos por



lim f(z) =L, (0.2)

T—p~

si para cada € > 0 (no importa que tan pequefio sea) existe § > 0 tal que
siz € (a,p)y0<p—x<d,entonces |f(z) — L] <e.

Remark 1. A diferencia de la definicién de limite real dada en la clase digital
4, para verificar que (0.1) se cumple, s6lo se consideran ntimeros z cercanos a
py ala derecha de p. Anadlogamente, para verificar que (0.2) se cumple, s6lo
se consideran ntimeros x cercanos a p y a la izquierda de p.

La siguiente proposicién nos da un criterio para determinar la existencia
de un limite en términos de los limites laterales.

Proposition 1. (Criterio de los limites laterales) lim,_,, f (z) = L si
y solo silim,_,,+ f (z) = lim,_,,- f(z) = L.

Ezxample 1. Sea
1, six >0,

f(x):{—L siz <0

(recuerda la grafica de f). Notemos primero que lim,_,q+ f () = lim,_,o+ 1
y que lim,_,o- f () = lim,_,o- —1. Puesto que lim, ,o1 =1y lim, ,o —1 =
—1, entonces por la proposicién 1 se tiene que lim, ,o+1 = 1 y que
lim,_,o- —1 = —1. En consecuencia,

lim f(z)= lim 1=1

z—0t z—0t

y que
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lim f(z)= lim —1=-1.
z—0~ z—0~

Nuevamente por la proposicion 1 resulta que que lim,_,q f (2) no existe, como
lo probamos en el ejemplo de una clase pasada.

Remark 2. Con los limites laterales se cumple una proposicion analoga a la
del algebra de limites con * — p~ (0o z — p*) en lugar de z — p. A tal
resultado le llamaremos «dlgebra de limites laterales». El lema del Sandwich
también se cumple con x — p~ (o z — pT) en lugar de z — p.

0.3. Conclusiones y énfasis de ideas clave

Solo resta recordarte que aunque pequena, esta clase es importante. Me-
diante los limites laterales puedes determinas si un limite existe. Mas adelante
definiremos la derivada de una funcién mediante un limite y veremos que en
ocasiones tal limite no existe usando el criterio de los limites laterales.

iEspero hayas disfrutado esta clase!

Saludos,

Dr. Fernando Nunez Medina
Departamento de Matematicas
DCNE UG.
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