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CLASE DIGITAL 15
(Continuidad)

0.1. Presentacion del contenido
iBienvenido a tu clase digital 15!

En esta clase estudiaremos uno de los conceptos més importantes del
Calculo, la continuidad. Veremos su definicién y, muy importante, su signifi-
cado. Ademaés de lo anterior veremos como operar con las funciones continuas.

0.2. Desarrollo del contenido

Iniciamos con la clase digital 15.

0.2.1. Continuidad y operaciones con funciones
continuas

Después de haber estudiado los limites de funciones y sus propiedades, es-
tamos listos para introducir uno de los conceptos méas importantes del calculo,
la continuidad. Iniciamos con su definicion.

Definition 1. (Continuidad) Sea f una funcion definida en un intervalo (o
en una unioén de intervalos) I que contiene a p.
(a) Diremos que f es continua en p* si

lm f (z) = f(p) . (0.1)

(b) Diremos que f es continua en I si f es continua en todo punto de I.

L Si por ejemplo T es un intervalo de la forma (a,b] y p = b, entonces (0.1) se refiere a un
limite lateral.



Como vimos anteriormente, no todas las funciones f tienen la propiedad
de que para calcular lim,_,, f (z) simplemente hay que evaluar f en p, las
funciones continuas son precisamente las funciones que tienen esa propiedad.
Las funciones de las figuras 0.1 y 0.2 son ejemplos de funciones que no son
continuas en 0 y en 3 respectivamente. Por otra parte jcudl es la razéon de
que a las funciones que cumplen 0.1 se les llame continuas en p ? El adjetivo
«continuay» se justifica en la siguiente observacion.

Remark 1. (a) Si f es continua en p, entonces lim,_,, f (x) existe y en con-
secuencia los limites laterales lim,_,,+ f (z) y lim,_,,- f (z) existen y son
iguales. Esto evita que la grafica de f tenga un salto o escalon en x = p,
como el escalén que tiene la grafica de la funcion de la figura 0.1 en x = 0.

(b) Si f es continua en p, ademas de que los limites laterales lim,_,,+ f ()
y lim,_,,- f () existen y son iguales, son iguales a f (p). Esto evita que la
grafica de f tenga un agujero en z = p, como el agujero que tiene la grafica
de la funcién de la figura 0.2 en = 3.

En resumen, si f es continua en p, entonces la grifica de f no tiene ni
saltos ni agujeros en x = p, de ahi el adjetivo de «continuay.

Tanto los polinomios como las funciones racionales, las funciones trigono-
métricas, la funcion logaritmo natural, la exponencial, la funcién raiz n-ésima
y la funcién valor absoluto son continuas (en su dominio).

De la proposicién que dice como se opera con limites obtenemos el siguiente
resultado.
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six >0, .
. tiene un salto en x = 0.
six < 0.

-05

L, siz#3, . .
tiene un agujero en x = 3.

Figura 0.2 La grafica de la funcién f (z) = )
2, siz=3,

Proposition 1. (Operaciones con funciones continuas) Sean f y g
funciones definidas en un intervalo (o en una union de intervalos) I que
contiene a p.

(a) Si f y g son continuas en p, entonces f + g, f — g, fg y f/g (si
g (p) # 0) son continuas en p.

(b) Si f y g son continuas, entonces f+g, f—g, fgy f/g (en su dominio)
son continuas en p.



Ahora nos toca hablar de la continuidad de la composicién de funciones.

Proposition 2. (Continuidad de la composicion de funciones)

(a) Si f es continua en p y g es continua en f (p), entonces f o g es
continua en p.

(b) Si f y g son continuas, entonces f o g es continua.

Con las proposiciones 1 y 2 podemos construir un buen nimero de funcio-
nes continuas. Por ejemplo la funcién monstruosa

/825 + sin? (z) In (|1 — 219]) (1123 — 4x) 2702 g ($5 + 324 — 46)
+

esin(lOO\/ 1+:1:4) + COS4(3116Zm245w2) 3/ |9(ESeI + 1| + 11

es una funcion continua (en su dominio).

Dedicaremos el resto de esta seccién a estudiar tres de los teoremas mas
importantes sobre la continuidad, los teoremas de la funcién acotada, del
minimo y maximo, y el teorema del valor intermedio. Necesitamos primero
introducir la siguiente definicion.

Definition 2. (Funcién acotada). Sean f una funcion y A C dom (f).
(a) Diremos que f es acotada en A si existe M > 0 tal que
|f (x)] < M para toda z € A.
1. Diremos que f es acotada si f es acotada en su dominio.

Theorem 1. (Teorema de la funcion acotada) Sea f : [a,b] — R. Si f
es continua, entonces [ es acotada.

A continuacion introducimos los conceptos de minimo y méximo de una fun-
cion.
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Definition 3. (Valores minimo y maximo de una funcién ) Sean A un
subconjunto de R. Consideremos una funcién f: A — R.

a) Diremos que f (p) es el minimo de f (o el minimo global de f) si
Di f 1 minimo de f 1 mini lobal de f) si
f(p) < f(x) para todo z € A.

En este caso se dice que el minimo de f se alcanza en a.
(b) Diremos que f (p) es el mdzimo de f (o el mdzimo global de f) si

f(x) < f(p) paratodo x € A.

En este caso se dice que el maximo de f se alcanza en p.

En figura 0.3, 3 y 10 son los valores minimo y méaximo de la funcién f, res-
pectivamente. No todas las funciones tienen minimo o méaximo. La figura 0.4
muestra funciones que no tienen minimo o maximo o ni minimo ni maximo.

Figura 0.3 3y 10 son los valores minimo y maximo de la funcién f, respectivamente.

Figura 0.4 Gréficas de funciones que no tienen minimo o méximo o ni minimo ni maximo.

Theorem 2. (Teorema del minimo y mazrimo) Consideremos f : [a,b] —
R. Si f es continua, entonces f tiene minimo y mdximo.

Como veremos en el proximo capitulo, la existencia de un minimo o méximo
de una funcién es importante en las aplicaciones. Mas adelante veremos méto-
dos para encontrar minimos y maximos de una funcién una vez que sabemos
de su existencia.



Theorem 3. (Teorema del valor intermedio) Consideremos f : [a,b] —
R. Si f es continua y c es un numero con

fla)<e<f() of(b)<c<f(a),

entonces eziste x € (a,b) tal que

f(x)=c

En los tres teoremas anteriores, la continuidad de la funcién f es crucial para
asegurar las conclusiones.

Como una aplicacion del teorema del valor intermedio veamos el ejemplo
siguiente.

Ezample 1. (Solucién de ecuaciones) Como una aplicacion del teorema
del valor intermedio mostraremos que la ecuacién

2077 4+ 81n (1 +2?)sin (1 — 2) = =3 (1 —2)”" (0.2)

tiene una solucién en el intervalo [0,1]. En efecto, sea f(z) = 22537 +
8In (14 2?)sin(1 —2) +3(z — 1)°". Puesto que

fO)=-3<0<2=f(1),

por el teorema del valor intermedio existe = € (0,1) tal que f (z) = 0, lo cual
es equivalente a que x sea solucion de la ecuacion (0.2). O
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0.3. Conclusiones y énfasis de ideas clave

Espero que ahora tengas claro el significado geométrico de la continuidad
de una funcién en un punto. Si es asi, te quedara claro la razon del adjetivo
«continua.» Como recordaras, no todas las funciones f tienen la propiedad
de que para calcular lim,_,, f (z) simplemente hay que evaluar f en p, las
funciones continuas son precisamente las funciones que tienen esa propiedad.
Es importante tener presente lo anterior.

iEspero hayas disfrutado esta clase!

Saludos,

Dr. Fernando Nunez Medina
Departamento de Matematicas
DCNE UG.
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