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Sistema Universitario de Multimodalidad Educativa

CLASE DIGITAL 17

(Calculo de derivadas. Derivacion implicita.)

0.1. Presentacion del contenido
iBienvenido a tu clase digital 17!

Ahora toca el turno del célculo de derivadas. Calcularemos primero al-
gunas derivadas mediante la definiciéon, luego daremos una lista de algunas
derivadas comunes y finalmente veremos como combinar derivadas conocidas
para obtener la derivada de funciones méas complicadas. Ademas de lo an-
terior calcularas la derivada de funciones que estan definidas implicitamente
por una ecuacion.

0.2. Desarrollo del contenido

Iniciamos con la clase digital 17.

0.2.1. Cdlculo de Derivadas

Ezample 1. (Derivada de una funcién constante) Sea f(x) = ¢ una
funcién constante. Segin la definicién de derivada tenemos que

f(z+h)—f(z)

[/ (x) = lim

I
g

Asi la derivada de una funcién constante es la funcion constante 0.
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Ezample 2. (Derivada de la funciéon identidad) Sea f (z) = z la funciéon
identidad. Segin la definicién de derivada tenemos que

flz+h) - f(x)

—_
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Asi la derivada de una funcion identidad f (z) = x es la funcién constante 1.

Ezample 3. (Derivada de la funcién f (z) = z2) Sea f () = 2%. Segin la
definicion de derivada tenemos que

/ cflz4h) = f(2)
F(@) = Jim h
— lim M
h—0 h
— lim 2% + 2zh + h? — 22
h—0 h
2xh + h?

h—0 h

= lim 2z + h
h—0

= 2x.

Asi la derivada de una funcién f (z) = 22 es la funcién 2z.
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A continuacion hacemos una recopilacion de derivadas comunes que usa-

remos frecuentemente.
Derivadas elementales

Derivadas Elementales
Funcién | Derivada

fl@)y=c 0
x 1
" na™ 1

Derivadas de las funciones trigonométricas

Derivadas de las Funciones Trigonométricas
Funcién| Derivada

sin (x) cos ()

cos (z) — sin (x)

tan (z) sec? (z)

cot () —csc? (1)

sec (x) sec (z) tan (z)

cse () —csc (x) cot (x)

Derivada de la funcién logaritmo y de la exponencial

Derivada de la Funcién Logaritmo y de la Exponencial
Funci()n| Derivada
In (x) 1
e e

Derivada de las raiz n-ésima



Derivada de las raiz n-ésima
Funci(’)n| Derivada

L ve | e

Ahora veremos como combinar derivadas conocidas para obtener la deri-
vada de funciones més complicadas.

Proposition 1. (Algebm de derivadas) Si f y g son derivables en z,
entonces f —|—g, f—= g, fgy f/g (si g (x) #0) son derivables en = y
(a)(f+g)() (@) +g ().
(b)(f—g)() [ (@) —g ()
(¢) (f9)' () = f' (@) g (z) + [ (2) ¢ ().
(@ (4) (@) = LA (si g () £ 0).

Remark 1. Como consecuencia del inciso (c¢) de la proposicion anterior tene-
mos que la derivada de la funcion cf (z) es c¢f’ (z), en efecto,

(cf (2)) = ¢ f (2) +cf (z) = cf (),

pues la derivada de la funcién constante c es cero.

Ademés de la proposiciéon 1, también tenemos la famosa regla de la cadena
para hallar la derivada de una composicién de funciones.

Proposition 2. (Regla de la cadena) Si g es derivable en x y f es deri-
vable en g (x), entonces f o g es derivable en x y

(fog) (x)=f(9(x)) g (z).
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El nombre «de la cadena» proviene de la regla para la derivada de una com-
posicion de funciones de varias variables. En algunos casos, la expresion de
la regla de la cadena para funciones de varias variables tiene un un patrén
que asemeja a una cadena. En lector interesado en esta regla para funciones
de varias variables puede consultar por ejemplo [?] o [?].

Toca el turno del célculo de la derivada de una funcién inversa.

Proposition 3. (Derivada de la funcion inversa) Sea f una funcion
continua e invertible. Si f es derivable en f=1 (z) y f’ (f’1 (x)) = 0, entonces
f~1 es derivable en x y

Veamos algunos ejemplos del calculo de derivadas.

Ezample 4. Calcula la derivada de la funcién 3a2°.
Solucién Por la observacién 1 y de la formula de la derivada de x™ resulta
que

(32°)" = 3 (2")’
=3.5z2%
= 15z*.

Ezample 5. Calcula la derivada de la funcién 72* — 523 + 922 — 112 + 23.
Solucién Por la proposicion 1 tenemos que
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(72t — 52° + 922 — 11z +23) = (72*) — (52%)" + (922)" — (11z)' + (23)'

=7( ) 5(2%) +9 (%) 11 (2) +(23)'
— 742~ 53224920 —11-140
— 282% — 1522 + 182 — 11.

En general se tiene que la derivada de un polinomio
2 3 n
ag + a1x + ax” + azx” + - -+ apx

es
ay + 2a9x + 3a% + -+ - 4+ napz™

Ezxample 6. Calcula la derivada de (6x7 +x— 1) (x2 + 8:1:) .

Solucién Tenemos dos opciones para calcular la derivada de esta funcion.
La primera es desarrollar el producto para obtener un polinomio y proceder
como en el ejemplo anterior. La segunda es emplear la regla para la derivada
de un producto de la proposiciénl. Procederemos con la segunda opcién, el
lector puede elegir la primera opcién y comparar el resultado con el dado
aqui. Por la la regla para la derivada de un producto resulta que

[(6307 4+ — 1) (xQ + 837)}/ = (6x7 4+ — 1)/ (x2 + 81‘) + (6%7 4+ — 1) (x2 + 837)/
= (422°) (2® + 8z) + (62" + 2 — 1) (22 + 8)
= 422% 4 3362 + 122% 4 4827 + 222 + 8 — 2 — 8
= 54a® 4 4827 + 227 + 3422 — 8.

Ezample 7. Calcula la derivada de %

Solucién Por la regla de la derivada de un cociente de la proposiciéon 1y
de las formulas de la derivada de las funciones seno y exponencial obtenemos
que
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( sin (z) — x )' ~ (sin(z) — z)' (22° + 22 + €%) — (sin (z) — 2) (223 + 2% + e‘”)/

203 + a2 4ev ) [223 4 22 + ew]z

(cos (z) — 1) (22% 4 22 + €”) — (sin (z) — x) (622 + 2z + €”)
[223 + 22 + e]? .

Ezample 8. Calcula la derivada de sin (1 + z?).

Solucién Notemos que en este caso no podemos usar la proposicion 1.
Puesto que sin (1 + m2) es una composicion de funciones, usaremos la regla
de la cadena. Si f (x) =sin(z) y g (z) = 1 + 22, entonces

sin (1+27%) = f (g (2)).
En consecuencia, por la regla de la cadena,
[f (9 ()
f(g (@) g (z)
= cos (1 +2%) (2z).

[sin (1 + x2)]/ =

Ezample 9. Calcula la derivada de la funcién sin” (z). !

Solucién Puesto que sin? (z) es una composicion de funciones, usaremos
la regla de la cadena. Si f (z) = 22 y g (z) = sin (x), entonces

sin” (z) = f (g9 ()) .
En consecuencia, por la regla de la cadena,
[sin® (2)]" = [f (g ()]’
=f'(9 (@) ¢ (x)

= 2sin (z) - cos () .

1 Recordemos que sin? (z) es una notacién para [sin (z)]? .
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Ezample 10. Calcula la derivada de la funcién In (a: + 3352) + 3V1 + z2
Solucién Por la regla de la cadena y la proposicion 1 resulta que

{ln (z+ 3302) + 3\/1—&—7}/ = [In(z+ 3952)]/ + [m}/

1+ 62 1 o\ —1/2
az—|—3x2+2( —|—x) (22)
1+ 6x T

x + 322 +\/1—|—x2'

Ezample 11. Definamos f (z) = e*+2°  Puesto que f es una funcion 1-1 (ve-

rificalo), sabemos que f~! existe. Calcula (f_l)/ (1).
Solucién Notemos primero que f(0) = 1, asi que f~* (1) = 0. Por la
proposicién 3 obtenemos que

0.2.2. Derivacion Implicita

Hasta ahora hemos trabajado con funciones cuya regla de correspondencia
ha sido dada de manera explicita, por ejemplo f () =22+ 10y = 2% + 1.
En este caso, en la ecuacién y = 22 + 1, la funcién y aparece despejada. Sin
embargo podemos definir una funcién y de manera implicita mediante una
ecuacion, por ejemplo, la ecuacién

v +3y—2r=0 (0.1)
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define una funcién y pues a cada x la ecuacion (0.1) le asigna un tnico valor
y. En este caso, en la ecuacion (0.1) la funcién y no aparece despejada. Esta
es la razon por la cual se dice que la funcién y esta dada de manera implicita.
La siguiente tabla muestra algunos valores de la funcién y.

Valores de la funcién y
definida por la ecuacién (0.1).

o Y
0 0
2 1
7 2

No toda ecuacion en las variables z y y define una funcion y. Por ejemplo

la ecuacion
2 +y?—-1=0 (0.2)

no define una funcion y, pues la ecuacion (0.2) asigna al numero 0 dos valores
para y, el 1y el —1 (véase la figura 0.1). Para obtener una funcion y a partir
de la ecuacion (0.2) podemos por ejemplo considerar las partes superior Ry e
inferior Ry de la grafica de (0.2) (véase la figura 0.2). Asi la parte R; genera

la funcion
y1=V1—2?
Yo = —V/ 1 — z2.

De aqui en adelante, si decimos que y es una funcién definida implici-
tamente por una ecuacién en las variables = y y, supondremos que hemos
cortado a la grafica de tal ecuacion en partes Ry, ..., R, y que la funcién y es
una de las funciones generadas por Ry, ..., R,,.

y la parte 2 a la funcién

-2

Figura 0.1 Grafica de la ecuacién z2 + 32 = 1.
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Figura 0.2 Podemos partir a la grafica de la ecuaciéon z? 4+ y?> = 1 para obtener dos
funciones y1 y y2.

Definition 1. (Derivacién Implicita) Al proceso de encontrar la derivada
de una funcion definida de manera implicita se le llama derivacion implicita.

Ahora veamos como se deriva una funcion definida de manera implicita.
La mejor manera de mostrar esto es con un ejemplo.

Ezample 12. (Derivacién implicita) Encuentra la derivada de la funcion y
definida implicitamente por la ecuacién

y® + 3zy — 20 = 0. (0.3)

Solucién Notemos primero que como y es una funcién de x, entonces por
la regla de la cadena

(¥*) =3y* v/,
y que por la férmula de la derivada de un producto,
(B3ay)" =3 (ay)’
=3 (¢'y +ay’)
=3(y +zy)
=3y + 3zy'.

En consecuencia, al derivar ambos lados de la ecuacion (0.3) obtenemos que

= (y3 + 31y — 2.%')/
( ) Sxy) (Qx)/

=y (3y + 3z) + 3y — 2 (factorizando y’).



0.2 Desarrollo del contenido 11

Luego, al despejar 3’ obtenemos que

y/: 2—-3y
3y? + 3z’

Ezample 13. Encuentra la ecuaciéon de la recta tangente T a la grafica de la

elipse
2 2
(36_43)+<y—<1+\§>> ~1. (0.4)

en el punto (4, 1)(véase la figura 0.3).
Solucién Podemos escribir la ecuacion (0.4) como

(x—3)2+4<y—1—\g§> —4. (0.5)

Al derivar implicitamente a y en la ecuacion (0.5) obtenemos que

0= (x—3)2+4<y—1—\é§>

_ {(w—3)2}/—|—4 <y—1—‘é§>2

2(x3)+4-2<y1\é§> .

Luego,

Si x = 4,entonces y = 1, y en consecuencia 3y’ evaluada en 4 es
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, 3-4 1
YT i1 03 a3
Como y' evaluada en 4 es la pendiente de T, y T pasa por el punto (4,1), en-

tonces (segun la ecuacion de la forma punto pendiente de la recta) la ecuacion
de T es

y—1 1
r—4 923

Simplificando,obtenemos que la ecuacion de T' es

X
=" 4+1- .
W V3

2
Figura 0.3 Elipse (z — 3)% +4 (y —-1- ?) = 4y su recta tangente T en (4,1).

0.3. Conclusiones y énfasis de ideas clave

En esta clase conociste las derivadas de muchas funciones de uso comun.
Mas adn, ya eres capaz de calcular la derivada de una suma, resta, producto,
cociente y composicién de funciones. También aprendiste a calcular la deriva-
da de una funcion inversa. Ademés de lo anterior, ya eres capaz de calcular la
derivada de funciones que estan definidas implicitamente por una ecuacion,
este proceso de calcular derivadas es la famosa derivacion implicita.

iEspero hayas disfrutado esta clase!

Saludos,

Dr. Fernando Nunez Medina
Departamento de Matematicas
DCNE UG.
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