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CLASE DIGITAL 18

(Aplicaciones de la derivada I)

0.1. Presentacion del contenido
iBienvenido a tu clase digital 18!

Estamos listos para ver el poder de la derivada. En esta clase conoceras
el teorema del valor medio y sus aplicaciones. Entre otras cosas estudiaras
a los minimos y maximos locales de una funcién, a las funciones crecientes,
decrecientes y a la concavidad de una funcién. Los conceptos y herramientas
que aprenderés en esta clase te permitiran analizar méas a fondo el compor-
tamiento de una funcion.

0.2. Desarrollo del contenido

Iniciamos con la clase digital 18.

0.2.1. Madximos y Minimos Locales

Iniciamos con la siguiente definicion.
Definition 1. (Minimos y maximos locales) Sea f una funcion.

(a) Diremos que f (p) es un minimo local de [ si existe un intervalo abierto I
que contiene a p tal que

f(p) < f(z) para todo z € I.

En este caso se dice que f alcanza un minimo local en a.



(b) Diremos que f (p) es un mdzimo local de f si existe un intervalo abierto I
que contiene a p tal que

f(z) < f(p) paratodo z € I.

En este caso se dice que f alcanza un méaximo local en a.

La figura 0.1 muestra algunos minimos y méaximos locales de una funcién y
los puntos donde se alcanzan.

Figura 0.1 Minimos y méximos locales

La siguiente proposicién serd de gran ayuda para encontrar los maximos
y minimos locales de una funcion.

Proposition 1. Sea f una funcion definida en un intervalo abierto I. Si f
alcanza un minimo local o mdzimo local en p, entonces f' (p) =0 o f' (p) no
existe (véase la figura 0.2).

F:/NOTES/Calculo/Figuras/Minimo y B ES/Délomlb/Figuras/Minimo y punto critico 2

(a) (b)

Figura 0.2 (a) La funcién f (z) = 22 alcanza un minimo local en 0 y f’ (0) = 0. (b) La
funcion f (z) = |z| alcanza un minimo local en 0 y f’ (0) no existe.

Entre otras cosas, por la proposicién anterior, los puntos p tales que
1" (p) =00 f’ (p) no existen merecen un nombre especial.
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Definition 2. (Punto critico) Diremos que p es un punto critico de f si

' (p) =0o0si f'(p) no existe.

Mas adelante veremos como calcular los minimos y maximos locales de una
funcion.

0.2.2. El Teorema del Valor Medio

Como consecuencia del teorema del minimo y maximo y de la proposicién
1 obtenemos el teorema del valor medio, uno de los teoremas mas importantes
sobre la derivada.

Theorem 1. (del valor medio) Sea f continua en un intervalo [a,b] y
derivable en el intervalo (a,b). Entonces existe ¢ € (a,b) tal que

fO)=f(a)=f(c)(b—a).

El significado geométrico del teorema del valor medio (véase la figura 0.3)
es que existe ¢ € (a,b) tal que la recta que pasa por el punto (¢, f (¢)) y tiene
pendiente f’ (c) y la recta que une a los puntos (a, f (a)) y (b, f (b)) tienen la
misma pendiente.

Figura 0.3 Significado geométrico del teorema del valor medio



0.2.3. Funciones Crecientes y Decrecientes

Para ver una aplicacién clésica del teorema del valor medio necesitamos
la siguiente definicién.

Definition 3. (Funciones crecientes y decrecientes) Sea f definida en
un intervalo I.

(a) Diremos que f es creciente en I si

x <y implica que f (z) < f (y).
(b) Diremos que f es monotona creciente en I si

x < y implica que f (z) < f (y).
(c) Diremos que f es decreciente en I si

x < y implica que f (z) > f (y).
(d) Diremos que f es mono6tona decreciente en I si

x <y implica que f (z) > f (y).

(e) Diremos que f es monoétona si f satisface (c) o (d).

La figura 0.4 muestra la grafica de algunas funciones crecientes y decrecientes,
y de algunas funciones monétonas.

Figura 0.4 Grafica de algunas funciones crecientes y decrecientes, y de algunas funciones
mondtonas.
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Como consecuencia del teorema del valor medio obtenemos el siguiente
corolario.

Corollary 1. Sea f derivable en un intervalo abierto I. Se cumple lo siguien-
te.

(a) Si f' (x) >0 en I, entonces f es creciente en I.
(b) Si f'(x) <0 en I, entonces f es decreciente en I.
(c) Si f'(x) =0 en I, entonces f es constante en I.

De igual manera obtenemos el siguiente corolario.

Corollary 2. Sea f derivable en un intervalo abierto I. Se cumple lo siguien-
te.

(a) Si f' () >0 en I, entonces f es mondtona creciente en I.
(b) Si f'(x) <0 en I, entonces f es mondtona decreciente en I.

Como aplicacion de los corolarios 1 y 2 consideremos el ejemplo siguiente.
Ezample 1. Se cumple lo siguiente (véase la figura 0.5).

1. x <sin(x) para todo z € (—00,0].
2. sin () < x para todo = € [0, 00).
3. tan (z) <  para todo z € (—%,0].
4. x < tan (z) para todo z € [0,%) .
En efecto, definamos
f(z) =sin(z) — x.

Como

f (z) = cos (z) —1 <0,

entonces por el corolario 2 obtenemos que f es monétona decreciente en R.
Por lo cual,

si x <0, entonces f (z) > f(0)

si 0 <z, entonces f(0) > f (z),



F:/NOTES/Calculo/Figuras/Graficas de tan(x), x y sin(x)

Figura 0.5 Gréficas de las funciones tan (z), z y sin (x) .

de lo cual se siguen los incisos 1 y 2. La prueba de los incisos 3 y 4 es similar
y se deja como ejercicio.

A continuacién usaremos el corolario 1 para determinar los intervalos abier-
tos donde una funciéon f definida en un intervalo I (con f’ continua en I)
es creciente o decreciente. En este tipo de problemas procederemos de la
siguiente manera;: !

1. Encontrar los puntos criticos de f que estan en I.

2. Considerar los intervalos abiertos determinados por los puntos criticos del

inciso 1.2

Determinar el signo de f’ en los intervalos del inciso 2. ?

4. Usar el corolario 1 en los intervalos del inciso 3 para determinar los inter-
valos donde f es creciente o decreciente.

w

I Usaremos este método para funciones derivables con un conjunto finito de puntos criticos.
2 Por ejemplo si f esta definida en [a,b) y si a, —2, 5 y 8 son los puntos criticos de f que
estan en [a, b) , entonces los intervalos generados por estos puntos criticos son los intervalos
(a,—2), (-2,5), (5,8) y (8,b).

3 Como el signo de f’ (z) es constante en cada uno de los intervalos del inciso (b) (;por
qué?), entonces para determinar el signo de la derivada en cada uno de estos intervalos
basta tomar un punto de prueba p en cada uno de ellos y ver el signo de f’ en p.
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Example 2. Encuentra los intervalos donde la funcién f(z) = 2% + 422 — 3 es
creciente o decreciente.
Solucién

1. Encontrar los puntos criticos de f : Notemos que f’ (z) = 322 + 8z. Asi,

f(z)=0&322+8x=0
Sz(Bzx+8)=0

8
<=0 =—=.
ox 3

Por lo cual los puntos criticos de f son 0y —8/3.

2. Considerar los intervalos generados por los puntos criticos: (—oo, —8/3),
(=8/3,0) y (0,00).

3. Determinar el signo de f’ en los intervalos del inciso 2: Consideremos el
esquema siguiente.

Intervalo J Z:l:lel:llts de prueba Signo de f’(p)|/Signo de f’ en J
(—o0, —8/3) -3 + +
5/3.0) - - -
(0, 00) 1 + +

4. Usar el corolario 1: f es creciente en (—oo, —8/3) , decreciente en (—8/3,0)
y creciente en (0, 00) (véase la figura 0.6). O

0.2.4. Concavidad y Puntos de Inflexion

En la secciéon pasada vimos un procedimiento para encontrar los inter-
valos abiertos en los que una funcién derivable es creciente o decreciente.
Supongamos por un momento que tal criterio nos dice que una funciéon f
es creciente en el intervalo (a,b) . Entonces la grafica de la funcién f podria
ser por ejemplo como la grafica (a) o como la grafica (b) de la figura 0.7.



F:/NOTES/Calculo/Figuras/y=x"{3}+4x~{2}-3

Figura 0.6 Grafica de la funcién f (z) = 2% + 422 — 3
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(a)

bncava

(b)
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bncava hacia arriba

Figura 0.7 Opciones para una funcién creciente en el intervalo (a,b) .

Para determinar cual de estas opciones es la correcta necesitamos primero el

concepto de concavidad.

Antes de introducir el concepto de concavidad, necesitamos la siguiente

definicion.

Definition 4. (Derivadas de orden superior) Sea f una funcion. Si f’ es
derivable denotaremos su derivada por "y le llamaremos la segunda derivada
de f. Si f”es derivable denotaremos su derivada por f”’ y le llamaremos la
tercera derivada de f, etc. Es costumbre ya no usar la notacién con comas
para denotar a la cuarta, quinta, sexta, etc., derivadas de f pues esta notacién
se volveria inconveniente. En su lugar usaremos la siguiente. El simbolo f(©)
denotara a la funcion f y le llamaremos la cero derivada de f. El simbolo
fM denotara a la derivada de f y le llamaremos la primera derivada de
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f. El simbolo f(® denotara a la derivada de f(!) le llamaremos la segunda

derivada de f, etc. Notemos que con esta notacion es mas facil expresar f(20)
que f////////////////////.

Ahora si, definamos la concavidad.

Definition 5. (Concavidad) Sea f una funcion definida en un intervalo
abierto I.

(a) Diremos que f es concava hacia abajo si f” (x) < 0 para todo = en I.
(b) Diremos que f es concava hacia arriba si f” (x) > 0 para todo x en I.

De la definicién 5 y del corolario 1 obtenemos que una funcién céncava
hacia abajo en un intervalo abierto I cumple que su derivada f’ es decreciente
en el intervalo I, y que una funcién céncava hacia arriba en un intervalo
abierto I cumple que su derivada f’ es creciente en el intervalo I. La grafica
de una funcién concava hacia abajo es como la grafica (a) de la figura 0.7 y
la grafica de una funcién concava hacia arriba es como la grafica (b) de la
misma figura.

Definition 6. (Punto de inflexién) Sea f una funcion definida en un inter-
valo abierto que contiene a p. Diremos que (p, f (p)) es un punto de inflexiéon
de la grafica de f si existen intervalos (a,p) y (p,b) tales que f tiene distinta
concavidad en los intervalos (a,p) v (p,b).




10

Por ejemplo, el punto (0,0) es un punto de inflexion de la grafica de la
funcion f (z) = 23, pues f es concava hacia abajo en el intervalo (—oco,0) y
concava hacia arriba en el intervalo (0, 00) (véase la figura 0.8).

F:/NOTES/Calculo/Figuras/Punto de inflexidn de x~{3}

Figura 0.8 El punto (0,0) es un punto de inflexiéon de la grafica de la funcién f (x) = x3.
La concavidad de f es diferente en los intervalos (—o0,0) y (0,00) .

Como otro ejemplo, el punto (0, 0) es un punto de inflexion de la grafica de
la funcion f (z) = ¢z, pues f es concava hacia arriba en el intervalo (—oo, 0)
y concava hacia abajo en el intervalo (0, 00) (véase la figura 0.9).

La siguiente proposicién nos ayudard a encontrar los puntos de inflexion
de la grafica de una funcion.

Proposition 2. (Puntos de inflexion) Sea f definida en un intervalo
abierto I que contiene a p. Si " es continua en I y (p,f(p)) es un pun-
to de inflexion de la grdfica de f, entonces " (p) = 0.
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Figura 0.9 El punto (0,0) es un punto de inflexion de la grafica de la funcion f (z) = J/=.
La concavidad de f es diferente en los intervalos (—o0,0) y (0,00).

A continuacién usaremos la proposicién 2 para determinar los intervalos
abiertos donde una funcién f definida en un intervalo I (con f”continua
en I) es concava hacia arriba o concava hacia abajo, y para encontrar los
puntos de inflexion de la gréfica de f, si existen. En este tipo de problemas
procederemos de la siguiente manera:*

1. Encontrar los puntos criticos de f’ que estan en I.

2. Considerar los intervalos abiertos determinados por los puntos criticos del

inciso 1.7

Determinar el signo de f” en los intervalos del inciso 2. ¢

4. Usar la informacién del inciso 3 para determinar los intervalos donde f es
céoncava hacia arriba y concava hacia abajo.

5. Usar los intervalos encontrados en el inciso 4 para encontrar los puntos de
inflexiéon de la grafica de f.

©w

4 Usaremos este método para funciones tales que el conjunto {z : f”/ (x) = 0} es finito.

5 Por ejemplo si f esta definida en (a,b) y si —2, 5y 8 son los puntos = de (a,b) tales que
f" (z) = 0, entonces los intervalos generados por estos puntos criticos son los intervalos
(a,—2), (—-2,5), (5,8) y (8,b).

6 Como el signo de f” (x) es constante en cada uno de los intervalos del inciso (b) (;por
qué?), entonces para determinar el signo de la derivada en cada uno de estos intervalos
basta tomar un punto de prueba p en cada uno de ellos y ver el signo de f”/ en p.
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Example 3. Encuentra los intervalos donde la funcién f(z) = 2% + 422 — 3 es
concava hacia arriba o céncava hacia abajo, y los puntos de inflexién de la
grafica de f.

Soluciéon

1. Encontrar los puntos criticos de f’ que estan en I : Notemos que f’ (z) =
322 + 8z y que f (z) = 6x + 8. Asi, f” (x) existe para todo z y

f"(x)=0&62+8=0
—4
=T = 3
Por lo cual el punto critico de f/ es —4/3.
2. Considerar los intervalos abiertos determinados por los puntos criticos del
inciso 1: (—o0, —4/3) y (—4/3,00).
3. Determinar el signo de f” en los intervalos del inciso 2: Consideremos el
esquema siguiente.

Intervalo J ]I;th; de prueba Signo de f”(p)||Signo de f” en J
Coo a3 2 = =
(—4/3,0) 0 + +

4. Usar la informacion del inciso 3 para determinar los intervalos donde f es
céncava hacia arriba y concava hacia abajo: f es concava hacia abajo en
el intervalo (—oo, —4/3) y concava hacia arriba en el intervalo (—4/3, 00)
(véase la figura 0.10).

5. Usar los intervalos encontrados en el inciso 4 para encontrar los puntos de
inflexion de la grafica de f: (—4/3, f (—4/3)) = (—4/3,47/27) es el punto
de inflexion de la grafica de f. O

0.3. Conclusiones y énfasis de ideas clave

En esta clase aprendiste a calcular los intervalos donde una funcién deri-
vable es creciente o decreciente. Ademas también aprendiste a encontrar los
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Figura 0.10 Grafica de la funcion f (z) = 23 + 422 — 3
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intervalos donde una funcion es concava hacia arriba o céncava hacia abajo.

Ten presente eso, pues lo usarés en la proxima clase.
iEspero hayas disfrutado esta clase!

Saludos,
Dr. Fernando Nunez Medina
Departamento de Matematicas

DCNE UG.
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