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CLASE DIGITAL 19

(Aplicaciones de la derivada II)

0.1. Presentacion del contenido
iBienvenido a tu clase digital 19!

Estamos listos para ver el poder de la derivada. En esta secciéon veremos
dos de sus aplicaciones que estan relacionadas entre si, una es el anélisis de
graficos y la otra es la optimizacién. Optimizar un proceso es importante en la
ciencia y en la industria. Por ejemplo, en la industria es importante minimizar
los costos y al mismo tiempo maximizar los beneficios de la produccion de
un articulo.

0.2. Desarrollo del contenido

Iniciamos con la clase digital 19.

0.2.1. Criterios de la Primera y Segunda Derivada

Los dos criterios siguientes serdn la base fundamental para encontrar los
minimos y maximos locales, si existen, de una funcién.

Proposition 1. (Criterio de la primera derivada) Sea f una funcion
continua en p.

(a) Si existe un intervalo abierto (a,b) que contiene a p tal que f'(x) < 0 si
z € (a,p) y f'(x) >0 siz e (pb), entonces f (p) es un minimo local.
(b) Si existe un intervalo abierto (a,b) que contiene a p tal que f'(x) > 0 si
x € (a,p) y f'(x) <0 size(pbd), entonces f (p) es un mdzimo local.
(c) Si existe un intervalo abierto (a,b) que contiene a p tal que f' (x) > 0 si
z € (a,p) y f'(x) > 0 si x € (p,b), entonces f (p) no es ni minimo ni

mdzimo local.
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(d) Si existe un intervalo abierto (a,b) que contiene a p tal que f' (z) < 0 si
x € (a,p) y [ () <0 sixz € (pb), entonces f(p) no es ni minimo ni
mdximo local.

El criterio de la primera derivada se aprecia mejor en el esquema de la
figura 0.1.

Figura 0.1 Esquema del criterio de la primera derivada

Ahora enunciamos el criterio de la segunda derivada.

Proposition 2. (Criterio de la segunda derivada) Sean [ una funcién
dos veces derivable en un intervalo abierto I y p € I un punto critico de f.

(a) Si f" (p) > 0, entonces f (p) es un minimo local.
(b) Si " (p) <0, entonces f (p) es un mdzimo local.
(c) Si f" (p) =0, entonces el criterio no aplica.

A continuacién usaremos los criterios de la primera y segunda derivada
para determinar los minimos y maximos locales de una funcién derivable f
definida en un intervalo I. En este tipo de problemas procederemos de la
siguiente manera:
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Encontrar los puntos criticos de f que estdn en 1.

Aplicar, si es posible, el criterio de la segunda derivada en los puntos
criticos del inciso 1.

Si no es posible aplicar el criterio de la segunda derivada en algtin punto
critico p, proceder de la siguiente manera:

(a) Encontrar los intervalos abiertos donde f es creciente o decreciente.
(b) Aplicar a p el criterio de la primera derivada.

Puesto que los minimos y maximos locales se alcanzan en puntos criticos,
con el proceso anterior se encuentran todos los minimos locales y maximos
locales de f.

Ezample 1. Encuentra los minimos locales y maximos locales de la funciéon
f(z) =%+ 422 - 3.

Solucién

1.

Encontrar los puntos criticos de f : Ya trabajamos con la funcién f en
un ejemplo anterior. Ahi mostramos que los puntos criticos de f son 0y
—8/3.

Aplicar, si es posible, el criterio de la segunda derivada en los puntos
criticos del inciso 1: Como f” () = (32 + 8z)' = 6z + 8, entonces

f”(0)8>0yf“(§> __g<0,

entonces por el criterio de la segunda derivada f (0) = —3 es un minimo
local de fy f(—8/3) =175/27 es un maximo local de f..

Ezxample 2. Encuentra los minimos locales y méximos locales de la funcién
f(z)=a*+ 223+ 1.

Solucién

1.

Encontrar los puntos criticos de f : Como



[ (x) = 423 + 62 = 2% (4z + 6),

entonces los puntos criticos de f son 0y —3/2.

Aplicar, si es posible, el criterio de la segunda derivada en los puntos
criticos del inciso 1: Como f” (0) =0y f” (—3/2) = 0 no podemos aplicar
el criterio de la primera derivada.

Como no es posible aplicar el criterio de la segunda derivada a los puntos
criticos, procedemos de la siguiente manera:

(a) Encontrar los intervalos abiertos donde f es creciente o decreciente:
Consideremos el esquema siguiente.

Intervalo J 52?3 de prueba Signo de f’'(p)||Signo de [’ en J
> 39 = - =
(—3/2,0) -1 + +
(0, 00) 1 + +

Asi f es decreciente en (—oo, —3/2), creciente en (—3/2,0) y creciente
en (0,00).

(b) Aplicar el criterio de la primera derivada a los puntos criticos 0 y —3/2:
Por el criterio de la primera derivada, f (—3/2) = es un minimo local y
£(0) no es ni minimo ni maximo local. OJ

0.2.2. Madzximos y Minimos Globales

Ahora encontraremos el minimo global y el méximo global de una funcién

derivable f definida en un intervalo cerrado [a, b] . Por el teorema del minimo
y del maximo, sabemos que f tiene un minimo global y un maximo global.
Para encontrarlos seguiremos el método siguiente.

1.
2.

Encontrar los minimos locales y méaximos locales de f en el intervalo (a, b).
El minimo global de f sera el minimo de los valores de f(a), f(b) y los
minimos locales de f. El maximo global de f sera el méximo de los valores
de f(a), f(b) y los maximos locales de f.
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Ezxample 3. Encuentra el minimo global y el méaximo global de la funcién
[ (z) = 2% — 3z en el intervalo [—5/4, 3] .

Solucién Como f’(x) = 32% — 3, los puntos criticos de f en [—5/4,3] son
—1y 1. Puesto que f” (z) = 6z, entonces f” (—1) <0y f”(1) > 0. Luego,
por el criterio de la segunda derivada, tenemos que f (—1) = 2 es un maximo
local y que f (1) = —2 es un minimo local. Asi el minimo global de f es

min {f (_5/4) ’ f (3) )2, _2} =2

y el méximo global de f es

méx{f(=5/4),f(3),2,-2} = f(3) = 18

(véase la figura 0.2).

Sy

Figura 0.2 Gréfica de la funciéon f (z) = 23 — 32.
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0.2.3. Andlisis de Grdficos

En esta subseccién aplicaremos todo lo aprendido en las subsecciones ante-
riores para analizar el comportamiento de una funcién a través de su gréafica.
En general para estudiar la grafica de una funcién seguiremos los pasos si-
guientes.

Determinar las intersecciones de la grafica de f con los ejes coordenados.
Determinar si f es par o impar.

Determinar los intervalos donde f es creciente o decreciente.

Determinar los intervalos donde f es céncava hacia arriba o hacia abajo.
Determinar los puntos de inflexion de la grafica de f.

Determinar los minimos locales y maximos locales de f (si los hay).
Determinar el minimo global y maximos globales de f (si los hay).
Determinar las asintotas de la grafica de f (si las hay).

Trazar la grafica de f.

© 0N OUE W=

Example 4. Analiza la grafica de la funcion f (z) = 62° — 1023,
Solucién

1. Determinar las intersecciones de la grafica de f con los ejes coordenados:
Las intersecciones de la grafica de f con el eje X son los puntos de la forma
(2,0), con f(z)=0. Como

fz)=0
&62° — 102°
&2z° (32° — 5)

0

0

V5

\/gv
entonces las intersecciones de la grafica de f con el eje X son los puntos
(—v5/v/3,0), (0,0) y (vV5/V3,0). Por otra parte, la interseccién de la
grafica de f con el eje Y, si 0 € dom (f), es el punto (0, f (0)) = (0,0).

2. Determina si f es par o impar: Como f (z) = —f (—z) para todo z, en-

tonces la gréfica de f es impar.
3. Determinar los intervalos donde f es creciente o decreciente: Como

er=0, = ox =—

Sl&
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fx)=0
302" — 302 =0
or? (:c2 — 1) =0
Sr=0, r=10x=—-1,
entonces los puntos criticos de f son —1, 0 y 1. Para encontrar los inter-

valos abiertos donde f es creciente o decreciente consideremos el esquema
siguiente.

Intervalo J Punto de prueba Signo de f’(p)||Signo de f’ en J
pen J
(—o0,—1) 3 + +
(—1,0) —1/2 = -
0,1) 1/2 - -
(1,00) 2 + +

Asi f es creciente en (—oo, —1), decreciente en (—1,0), decreciente en
(0,1) y creciente en (1,00) .

. Determinar los intervalos donde f es céncava hacia arriba o hacia abajo:
Como

[ (@) =0
©1202° — 60z = 0
©60z (22 —1) =0
1 1
V2 V2

Por entonces los puntos criticos de f’ son —%, 0y % Para encontrar los

er=0, z= oxr =—

intervalos abiertos donde f es concava hacia arriba o concava hacia arriba
consideremos el esquema siguiente.

Intervalo J ]I))léztf} de prueba Signo de f"(p)||Signo de [’ en J
) N I
(— 5, o) ~1/2 + +
P |
(%,oo) 1 + +

Asi f es concava hacia abajo en (—oo7 —%) , concava hacia arriba en

2

(—%, O) , concava hacia abajo en <O7 %) y concava hacia arriba en

(35)



5. Determinar los puntos de inflexién de la grafica de f : Del inciso 4, obte-

nemos que los puntos (—%,f (—%)) = (—%, %) , (0, £(0)) = (0,0)

y (%, f (\%)) = (%, 7%) son los puntos de inflexiéon de la grafica

de

6. Determinar los minimos locales y maximos locales de f (si los hay): Por
el criterio de la segunda derivada, f (—1) = 4 es un maximo local de f y
f(1) = —4 es un minimo local. Como no podemos aplicar el criterio de
la segunda derivada en el punto critico 0 de f, utilizamos el criterio de
la primera derivada, el cual nos dice que f(0) no es ni minimo local ni
méximo local.

7. Determinar el minimo global y maximo globales de f (si los hay): En este
caso no hay ni minimo global ni maximo local, pues por la proposiciéon ??
tenemos que lim,, o f () = —oc0 y lim, 00 f (2) = 0.

8. Determinar las asintotas de la grafica de f : En este caso la gréafica de f
no tiene asintotas.

9. Trazar la gréafica de f : La grafica de f aparece en la figura 0.3. O

F:/NOTES/Calculo/Figuras/Grafiva de f(x)=6x~{5}-10x"{3}

Figura 0.3 Fig: Grafica de f (z) = 625 — 1023.
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0.2.4. Problemas de Optimizacion

Ahora veremos algunos ejemplos clasicos de optimizacién en donde apli-
caremos las técnicas aprendidas en esta seccion.

Ezample 5. Supongamos que un fabricante de empaques tiene un pedido cajas
de metal con tapa y base cuadrada para un cliente. El cliente requiere que
cada caja tenga un volumen V de 110 em?. ;Cudles seran las dimensiones de
la caja que minimicen la cantidad de metal para construirla.

Supongamos que el cliente pide 10 millones de cajas y que el costo del metal
empleado para construir la caja es de 2 pesos cada decimetro cuadrado? Si
por un mal disefio de la caja se emplea un cm? de metal de méas en cada
caja, {Cudl sera la perdida de capital en la construccion de los 10 millones
de cajas?

Solucién Sea S la superficie de la caja que se quiere construir. Deseamos
encontrar las dimensiones de la caja de manera que la superficie S sea minima.
Sean x, y y z las dimensiones de la caja que se quiere construir (véase la figura
). Como la base de la caja es cuadrada, entonces y = 2 y su volumen V es z22.
Puesto que se requiere que la caja tenga un volumen de 110 cm?, entonces

%z =V = 110. (0.1)
Por otra parte, la superficie de la caja es
S = 22° 4 4xz. (0.2)

De la ecuacion (0.1) despejamos z y la sustituimos en la ecuacion (0.2) para
obtener la ecuacion

S =222 + 4z

=227 4+ 4z (1120)
x

440
=222+ —.

Como la caja debe de tener volumen (V' = 110 > 0), entonces considera-
remos z > 0, es decir, supondremos que el dominio de S es el intervalo
(0,00) . El tnico punto critico de S es /104 que esta en (0,00). Puesto
que S”(z) = 4+ 880/23, entonces S” (V104) = 4 + 880/(104)3/2 > 0.
Asi, por el criterio de la segunda derivada S (v/104) es un minimo local.
De hecho como lim, ¢+ S (z) = lim, o S (z) = oo, entonces S (v/104) es
un minimo global. En consecuencia las dimensiones de la caja buscada son
r=y=1+104 em y z = 110/2% = 110/104 cm, y la superficie minima de la
caja es S (v/104) = 208 + 440/v/104 ~ 251.1455 cm?.

Finalmente, el costo por cm? de metal es 0.02 pesos, luego si por un mal
disefio de la caja se emplea un cm? de metal de méas en cada caja, la perdida
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de capital en la construccién de los 10 millones de cajas sera de 200000.00
pesos, jUpss!

Figura 0.4 Caja de dimensiones z, y y z.

0.3. Conclusiones y énfasis de ideas clave

En esta clase se aprecia el poder de la derivada de manera casi magica. El
optimizar un proceso no es nada sencillo y el mas minimo error puede, por
ejemplo, conducir en perdias millonarias de capital para la industria. Como
viste en esta clase, la derivada te permite optimizar tales procesos.

iEspero hayas disfrutado esta clase!

Saludos,

Dr. Fernando Nunez Medina
Departamento de Matematicas
DCNE UG.
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